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Рассмотрены современные методы моделирования 

двухфазных дисперсных турбулентных течений и стати-

стические модели на основе кинетических уравнений для 

функции плотности вероятности скорости и температуры 

частиц дисперсной фазы. 

1. ВВЕДЕНИЕ  

Двухфазные дисперсные течения встречаются во 

многих природных и технических условиях, и прак-

тически всегда такие течения являются турбулент-

ными. В настоящее время двухфазные турбулент-

ные течения представляют собой один из наиболее 

интенсивно развивающихся разделов механики и 

теплообмена. В данном обзоре представлены со-

временные методы моделирования двухфазных 

дисперсных турбулентных течений и статистиче-

ские модели, основанные на кинетических уравне-

ниях для функции плотности вероятности (ФПВ) 

скорости и температуры частиц дисперсной фазы. 

Расчет двухфазного течения должен включать 

моделирование переноса массы, импульса и тепла 

для каждой из фаз, а также межфазного взаимодей-

ствия. Основные принципиальные трудности, воз-

никающие при построении теории двухфазных дис-

персных турбулентных потоков, связаны с турбу-

лентным характером движения среды и взаимодей-

ствием частиц между собой и с ограничивающими 

поверхностями. Прежде всего нужно отметить, что 

к настоящему времени далеко от завершения даже 

построение теории однофазных турбулентных по-

токов, хотя для описания таких течений предложен 

целый ряд достаточно эффективных моделей и рас-

чет многих из них не вызывает принципиальных 

сложностей. Несмотря на то, что первая работа по 

теории дисперсных турбулентных течений появи-

лась относительно давно [1], интенсивное развитие 

этой области механики и теплообмена началось 

только в последние 20 лет. Основные теоретические 

проблемы, возникающие при моделировании двух-

фазных дисперсных турбулентных течений по срав-

нению с однофазными, связаны со следующими 

физическими процессами: взаимодействием частиц 

(капель, пузырьков) с турбулентными вихрями 

сплошной фазы; взаимодействием частиц друг с 

другом в результате столкновений; эволюцией 

спектра частиц по размерам вследствие горения, 

фазовых переходов, коагуляции или дробления; 

влиянием турбулентных флуктуаций на скорости 

гетерогенного горения и фазовых переходов; взаи-

модействием частиц с ограничивающей поток по-

верхностью и осаждением; обратным влиянием час-

тиц на турбулентность; дисперсией, аккумулирова-

нием и флуктуациями концентрации частиц.  

Образование кластеров − компактных областей 

со значительно повышенной концентрацией дис-

персной фазы, окруженных зонами с низкой кон-

центрацией, − представляет собой одно из наиболее 

интересных и сложных явлений, обусловленных 

взаимодействием частиц с турбулентными вихрями 

[2]. Следует различать два класса течений, в кото-

рых могут образовываться кластеры: неоднородные 

и однородные турбулентные потоки. Явление кла-

стеризации (аккумулирования) тяжелых частиц в 

неоднородных турбулентных потоках объясняется 

их турбулентной миграцией (турбофорезом) из об-

ласти с высокой интенсивностью турбулентных 

пульсаций скорости в зону с низкой степенью тур-

булентности [3, 4]. Однако эффект кластеризации 

инерционных частиц имеет место и в однородной 

турбулентности, где отсутствуют градиенты пуль-

саций скорости несущего потока и, следовательно, 

механизм транспорта частиц под действием турбо-

фореза в его традиционном понимании не имеет 

места. Образующиеся кластерные структуры могут 

иметь меньшую фрактальную размерность, чем 

размерность физического пространства [5]. Класте-

ризация частиц в теоретических моделях, предло-

женных для расчета столкновений, дисперсии, се-

диментации и коагуляции частиц в турбулентных 

потоках, обычно не учитывается. Эти модели, как 

правило, основаны на предположении, что частицы 

случайным образом равномерно распределены в 

пространстве, и, следовательно, эффект аккумули-

рования полностью игнорируется. Однако, несмот-

ря на стохастическую природу турбулентности, 

распределение инерционных частиц в турбулент-

ных потоках не является случайным и эффект акку-

мулирования в существенной степени обусловлен 

инерцией частиц при их взаимодействии с коге-

рентными вихревыми структурами турбулентной 

сплошной среды. 

Явление аккумулирования инерционных частиц 

в результате турбулентных флуктуаций концентра-

ции может иметь место в самых различных физиче-

ских процессах: от горения твердого и жидкого то-

плива до формирования планет из туманности [6]. 

Особенно существенную роль эффект аккумулиро-

вания частиц играет в атмосферных процессах при 

больших числах Рейнольдса. По-видимому, только 

учет этого эффекта при расчете скорости коагуля-

ции позволяет объяснить феномен быстрого роста 

капель в дождевых облаках [7, 8], а также отклоне-

ние от экспоненциального закона Beer−Lambert для 
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затухания излучения в запыленной среде [9]. По-

этому одним из главных направлений развития ме-

тодов математического моделирования двухфазных 

дисперсных систем является разработка рациональ-

ных подходов для предсказания аккумулирования 

(кластеризации) частиц в неоднородных и однород-

ных турбулентных потоках. В частности, как пока-

зано в [10] и других работах, аккумулирование (сег-

регация) инерционных частиц в пристеночных те-

чениях возникает благодаря их взаимодействию с 

когерентными вихревыми структурами. Следова-

тельно, развиваемые теоретические модели должны 

адекватно описывать и учитывать эффекты взаимо-

действия частиц с когерентными структурами. 

2. МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ  

Существующие методы расчета двухфазных 

дисперсных турбулентных течений могут быть раз-

делены на две группы. К первой группе относятся 

работы, основанные на лагранжевом траекторном 

описании дисперсной фазы − решении уравнений 

движения и энергии вдоль траекторий отдельных 

частиц. Учет в рамках такого подхода случайного 

характера движения частиц, обусловленного взаи-

модействием с турбулентными вихрями несущего 

потока, в результате интегрирования динамических 

стохастических уравнений типа Ланжевена вдоль 

индивидуальных траекторий с последующим ос-

реднением решений по ансамблю начальных дан-

ных приводит к существенному увеличению объема 

вычислений, т.к. для получения статистически дос-

товерной информации необходимо использовать 

достаточно представительный ансамбль реализа-

ций. Детерминированное лагранжево описание 

движения и теплообмена дисперсной фазы в турбу-

лентном потоке на основе решения уравнений толь-

ко для средних величин, т.е. без учета взаимодейст-

вия со случайными полями пульсаций скорости и 

температуры сплошной фазы, может быть оправ-

данным (хотя и не всегда) только для очень инерци-

онных частиц, время релаксации которых намного 

больше интегрального масштаба турбулентности и 

которые поэтому слабо вовлекаются в турбулентное 

движение. С уменьшением размера частиц репре-

зентативное число реализаций должно возрастать, 

т.к. увеличивается вклад взаимодействия частиц с 

вихрями все меньших размеров. Трудоемкость ди-

намического лагранжева моделирования в значи-

тельной степени увеличивается в высококонцентри-

рованных дисперсных потоках вследствие возрас-

тания «запутанности» траекторий из-за столкнове-

ний частиц, а также при изменении числа (рожде-

ния или исчезновения) частиц в результате коагуля-

ции, дробления, спонтанного зародышеобразования 

и т.д. Лагранжев траекторный подход позволяет 

получать детальную информацию о взаимодействии 

частиц с турбулентными вихрями, со стенками и 

друг с другом, однако требует очень больших затрат 

времени при расчете сложных течений, встречаю-

щихся в природных или промышленных условиях. 

Другой метод моделирования основан на эйле-

ровом континуальном описании обеих фаз − на так 

называемых двухжидкостных моделях в рамках 

механики взаимопроникающих гетерогенных сред. 

Существенным преимуществом эйлерова контину-

ального подхода по сравнению с лагранжевым тра-

екторным моделированием является использование 

балансных уравнений одного типа для обеих фаз и 

соответственно единого алгоритма решения всей 

системы уравнений. Кроме того, описание динами-

ки очень мелких частиц не вызывают никаких 

принципиальных трудностей, т.к. при стремлении 

массы частицы к нулю осуществляется предельный 

переход к задаче о турбулентной диффузии безы-

нерционной (пассивной) примеси. И, наконец, учет 

столкновений и изменения числа частиц в рамках 

континуального подхода не приводит к такому зна-

чительному росту объема и усложнению вычисле-

ний, как при лагранжевом моделировании. 

В целом, лагранжев траекторный и эйлеров кон-

тинуальный методы моделирования дополняют 

друг друга, каждый из них имеет свои преимущест-

ва и недостатки и, следовательно, свои области 

приложения. Лагранжев метод применим для суще-

ственно неравновесных течений (крупные инерци-

онные частицы, разреженные дисперсные среды), а 

эйлеров метод справедлив в условиях, близких к 

равновесным (мелкие малоинерционные частицы, 

концентрированные дисперсные среды). Поскольку 

дисперсная фаза одновременно обладает свойства-

ми континуума и дискретных частиц, ситуация с 

этими двумя подходами несколько напоминает из-

вестный дуализм «волна−частица» в микромире. 

Поэтому в [11] был предложен гибридный лагран-

жево-эйлеров метод, сочетающий детальность ла-

гранжева и эффективность эйлерова подходов к 

описанию дисперсной фазы.   

Наиболее точная и детальная информация о 

структуре турбулентного двухфазного потока мо-

жет быть получена на основе применения метода 

прямого численного моделирования (DNS) для не-

сущей сплошной среды в сочетании с лагранжевым 

стохастическим подходом для дисперсной фазы. 

При прямом численном моделировании описывает-

ся весь спектр турбулентных вихрей, включая мел-

комасштабные, ответственные за диссипацию энер-

гии турбулентности. Однако DNS требует больших 

затрат времени даже при привлечении самых быст-

родействующих компьютеров и поэтому использу-

ется главным образом как численный эксперимент 

для валидации или калибровки более экономичных 

методов расчета турбулентных течений. В методе 

крупных вихрей (LES) производится прямое моде-

лирование только крупных вихрей, пространствен-

ный масштаб которых превышает размер численной 

сетки, а мелкомасштабные (подсеточные) моды ока-

зываются вне пределов разрешимости и описыва-

ются полуэмпирическим путем. LES применим для 

моделирования поведения частиц, время динамиче-

ской релаксации которых много больше временного 

микромасштаба турбулентности [12−14]. Это огра-
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ничение вытекает из требования, чтобы вклад под-

сеточных флуктуаций (т.е. мелкомасштабной тур-

булентности) в статистику дисперсной фазы был 

пренебрежимо мал и определяющую роль играло 

взаимодействие частиц с крупномасштабными 

энергосодержащими турбулентными вихрями. Од-

нако даже применение LES для сплошной среды в 

сочетании с лагранжевым стохастическим подхо-

дом для дисперсной фазы все равно может оказать-

ся слишком дорогостоящим инструментом для 

практических приложений. Поэтому в работах 

[15−19] развиваются перспективные методы, осно-

ванные на использовании DNS и LES в рамках кон-

тинуального двухжидкостного подхода. Эффектив-

ным базисом для развития прямых континуальных и 

комбинированных лагранжево-эйлеровых методов 

моделирования дисперсных течений представляется 

теоретический формализм, состоящий в разложении 

поля скорости частиц в турбулентном потоке на 

«коррелированную» и «квазиброуновскую» состав-

ляющие скорости [20, 21].    

При моделировании движения частиц в разре-

женной дисперсной среде, т.е. при небольшой объ-

емной концентрации дисперсной фазы, основное 

внимание должно уделяться взаимодействию час-

тиц с турбулентными вихрями несущего потока, 

поскольку роль взаимодействия частиц между со-

бой незначительна. Однако с повышением концен-

трации и размера частиц возрастает вклад межчас-

тичных взаимодействий в перенос импульса и энер-

гии дисперсной фазы. Хаотическое движение час-

тиц, обусловленное их взаимодействием, получило 

название псевдотурбулентности (чтобы отличить 

от турбулентного движения частиц, связанного с их 

вовлечением в турбулентное движение несущего 

потока). Причиной возникновения псевдотурбу-

лентных флуктуаций может явиться как гидродина-

мическое взаимодействие между частицами, реали-

зуемое посредством обмена импульсом и энергией 

со случайными полями скорости и давления окру-

жающей среды [22, 23], так и непосредственное 

взаимодействие в результате столкновений. С рос-

том концентрации и размера частиц роль обмена 

импульсом и энергией между частицами в результа-

те столкновений по сравнению с гидродинамиче-

ским взаимодействием возрастает. В концентриро-

ванных дисперсных средах определяющую роль в 

формировании статистических свойств системы 

играют межчастичные столкновения, и теоретиче-

ский анализ этой проблемы подобен аналогичной 

кинетической проблеме в теории молекулярного 

движения газа [24, 25]. Процессы взаимодействия 

частиц с турбулентными вихрями и межчастичных 

столкновений можно считать независимыми только 

в случае очень инерционных частиц, время динами-

ческой релаксации которых много больше харак-

терного времени взаимодействия с турбулентными 

вихрями, и поэтому их относительное движение 

некоррелировано и аналогично хаотическому дви-

жению молекул. В случае малоинерционных частиц 

необходимо учитывать взаимное влияние взаимо-

действий «частица−турбулентность» и «части-

ца−частица». 

Как уже отмечалось, вычислительные трудности 

лагранжева траекторного моделирования резко воз-

растают с увеличением концентрации дисперсной 

фазы. Это связано, в первую очередь, с необходи-

мостью одновременного расчета траекторий очень 

большого числа частиц, участвующих в разыгры-

ваемой ситуации. Эффективный способ преодоле-

ния этих трудностей был предложен в [26, 27] пу-

тем замены коллектива сталкивающихся частиц 

моделированием движения образцовой частицы с 

введением плотности вероятности соударений с 

фиктивными (виртуальными) частицами. Эффек-

тивным подходом для моделирования соударений 

частиц является также применение метода Monte 

Carlo [28−30]. Однако и в этих подходах с увеличе-

нием концентрации необходимое количество рас-

четных траекторий для получения статистически 

достоверного ансамбля реализаций должно возрас-

тать. Поэтому область применения эйлерова конти-

нуального метода моделирования расширяется с 

ростом концентрации дисперсной фазы, когда уве-

личивается частота межчастичных столкновений.  

3. СТАТИСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ  

Статистический подход на основе функций рас-

пределения в фазовом пространстве является мощ-

ным инструментом построения теоретических мо-

делей в различных областях физики: молекулярная 

теория газов и жидкостей (уравнение Больцмана и 

цепочка уравнений Боголюбова—Борна—Грина— 

Кирквуда), движение броуновских частиц (уравне-

ние Фоккера—Планка), физика плазмы (кинетиче-

ское уравнение Власова), теория коагуляции (урав-

нение Смолуховского—Мюллера) и т.д. Подход, 

базирующийся на кинетических уравнениях для 

плотностей вероятности распределений скоростей, 

температур и других представляющих интерес ха-

рактеристик частиц дисперсной фазы, является наи-

более последовательным методом построения кон-

тинуальных моделей, т.е. определения системы 

уравнений гидродинамики и тепломассопереноса 

для дисперсной фазы. Впервые такой подход для 

описания псевдотурбулентного течения дисперсной 

среды, флуктуации параметров которой обусловле-

ны случайной конфигурацией частиц, был приме-

нил, по-видимому, в [31] на основе классического 

уравнения Фоккера—Планка. Введение ФПВ по-

зволяет получить статистическое описание ансамб-

ля частиц вместо динамического описания отдель-

ных частиц на основе уравнений движения и тепло-

переноса типа Ланжевена. Естественно, при стати-

стическом моделировании на основе ФПВ происхо-

дит некоторая потеря информации в отношении 

индивидуальных особенностей поведения отдель-

ных частиц. Однако эта «неполнота» динамической 

информации в поведении отдельных частиц ком-

пенсируется увеличением информации о статисти-

ческих закономерностях движения и теплообмена 

коллектива частиц (дисперсной фазы в целом). 
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Применение статистического метода на основе ки-

нетических уравнений позволяет единым образом 

описывать взаимодействия частиц с турбулентно-

стью, столкновения частиц друг с другом, взаимо-

действие частиц со стенкой и другие процессы в 

турбулентных дисперсных потоках.  

Одноточечные кинетические уравнения для 

ФПВ распределений скорости и температуры час-

тиц в турбулентном потоке получены в работах 

[32−40] при помощи функционального формализма, 

основанного на формуле Фурутцу—Донскера—

Новикова для гауссовых случайных полей. В [41] 

построено кинетическое уравнение ФПВ скорости 

частиц, используя принцип инвариантности к слу-

чайному галилееву преобразованию, а в [42] − на 

основе суммирования прямых взаимодействий ла-

гранжевым методом ренормализационной теории 

возмущений. Этот метод был использован также в 

[43] для вывода уравнения для совместной ФПВ 

распределений скорости и температуры частиц. 

Альтернативный метод построения замкнутого ки-

нетического уравнения на основе разложения ха-

рактеристического функционала в ряд по кумулян-

там развит в работах [44, 45]. При моделировании 

турбулентности гауссовыми случайными полями 

все три метода (функциональный формализм с уче-

том формулы Фурутцу−Донскера−Новикова, сум-

мирование прямых взаимодействий и разложение 

по кумулянтам) приводят к эквивалентным кинети-

ческим уравнениям для частиц, однако последние 

два метода не ограничены случаем гауссовых функ-

ций. В работах [45−48] построены более общие ки-

нетические уравнения, список независимых пере-

менных которых (координат в фазовом пространст-

ве) включает кроме координаты и скорости частицы 

также координаты и скорости элементов сплошной 

среды, движущихся по траекториям как жидких, так 

и инерционных частиц. Движение жидких частиц 

вдоль собственных траекторий моделируется на 

основе линейного стохастического уравнения со 

случайной силой, задаваемой в виде гауссова белого 

шума, т.е. описываемой винеровским процессом 

[49]. Задача моделирования турбулентных характе-

ристик жидких частиц, движущихся по траекториям 

инерционных частиц, является более сложной, по-

скольку необходимо учитывать так называемые 

эффекты пересечения траекторий, инерционности 

и неразрывности [50].       

Следует отметить, что существует целый ряд яв-

лений (например, столкновения и коагуляция час-

тиц, аккумулирование и повышение скорости седи-

ментации частиц в однородной турбулентности, 

влияние частиц на диссипацию турбулентной энер-

гии), которые в принципе не могут быть описаны на 

основе одноточечных статистических моделей. Это 

обусловлено тем фактом, что с ростом инерционно-

сти увеличивается размер области, о которой части-

ца сохраняет «память» в результате взаимодействия 

с турбулентной жидкостью. Поэтому применение 

двухточечных моделей для описания статистики 

инерционных частиц существенно более актуально, 

чем в теории однофазной турбулентности. Двухто-

чечные статистические модели на основе кинетиче-

ских уравнений для ФПВ скоростей двух частиц 

или их относительной скорости предложены в 

[51−55].   

В качестве иллюстрации на рис. 1 и 2 показано 

сравнение результатов, предсказываемых двухто-

чечными статистическими моделями [52−54] для 

монодисперсных частиц в изотропной турбулентно-

сти, с данными [56, 57], полученными путем прямо-

го моделирования на основе DNS для сплошной 

фазы в сочетании с лагранжевым траекторным ме-

тодом для дисперсной фазы. На рис. 1 показано 

влияние числа Стокса на радиальную функцию рас-

пределения. Радиальная функция распределения Γ  

определяется как отношение плотности вероятности 

обнаружения пары частиц к соответствующей вели-

чине в однородной суспензии и характеризует эф-

фект аккумулирования (кластеризации) частиц. 

Число Стокса St  характеризует инерционность час-

тиц и равняется отношению времени динамической 

релаксации частицы к колмогорову временному 

масштабу турбулентности. Очевидно, что в предель-

ных случаях мало- и высокоинерционных частиц поле 

концентрации статистически однородно и, следова-

тельно, Γ =1. В соответствии с данными численного 

моделирования радиальная функция распределения 

проходит через максимум по мере возрастания време-

ни релаксации частиц. Как видно из рис. 1, положе-

ние максимума соответствует значению числа St , 

близкому к единице (т.е. при совпадении времени 

динамической релаксации частиц и временного 

колмогоровского микромасштаба турбулентности.), 

что свидетельствует об определяющей роли мелко-

масштабных турбулентных структур в формирова-

нии явления кластеризации частиц. Это явление 

может быть интерпретировано как результат мигра-

ции частиц под действием силы турбофореза в про-

странстве относительного движения пары частиц. 

Эта сила стремится уменьшить расстояние между 

двумя частицами, т.е. вызывает «притяжение» час-

тиц друг к другу вследствие их взаимодействия с 

турбулентными вихрями.  

На рис. 2 показано влияние числа Стокса на яд-

ро столкновений инерционных частиц, отнесенное к 

ядру столкновений для безынерционных частиц 

[58]. Видно, что для малоинерционных частиц 

влияние числа Рейнольдса исчезает и ядро столкно-

вений хорошо обобщается при помощи колмого-

ровских микромасштабов. Напротив, интенсивность 

столкновений высокоинерционных частиц управ-

ляются макромасштабами турбулентности.  

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Поскольку дисперсная фаза одновременно обла-

дает свойствами континуума и дискретных частиц, 

то целесообразно развивать гибридные лагранжево-

эйлеровы методы моделирования гидродинамики и 

теплообмена дисперсной фазы.   
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Рис. 1. Зависимость радиальной функции распределе-

ния от числа Стокса: 1−6 − двухточечные статистические 

модели; 7, 8 − [56]; 9, 10 − [57] 

 

   

β

β
ST

 

0 10 20 30 

5 

10 

15 

4 

5 

6 

3 

2 

1 

St 

  

7 

8 

9 

 
Рис. 2. Зависимость ядра столкновений от числа Сто-

кса: 1−3 и 4−6 – двухточечные статистические модели с 

учетом и без учета эффекта аккумулирования; 7−9 − [57]; 

1, 4, 7 – Re
λ

=45; 2, 5, 8 – Re
λ

=58; 3, 6, 9 – Re
λ

=75 

 
Наиболее последовательным методом построе-

ния эйлеровых континуальных моделей для описа-

ния дисперсной фазы является статистический под-

ход на основе кинетических уравнений для ФПВ. 

Двухточечные статистические модели могут ис-

пользоваться для эффективного учета взаимодейст-

вия частиц с мелкомасштабными вихрями для опре-

деления вклада подсеточной турбулентности в рам-

ках метода крупных вихрей. 

СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ 

Re
λ

 − число Рейнольдса, построенное по тейлорову  

            пространственному микромасштабу; 

St  − число Стокса; 

β  − ядро столкновений, м3/c; 

Γ  – радиальная функция распределения. 
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